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Comunicaciones Analogicas

1.1.- REPRESENTACION DE SENALES PERIODICAS

Una sefial es periddica si

XO) =x(t+Ty)

siendo T, una cantidad positiva, denominada periodo.

EJEMPLOS

21
X(t) = coswy t Wy = T_o

Vit

A

o

0 O-nTg O
x= 3 N7 H

n=-co

-1
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Comunicaciones Analogicas -2

En general

o)

X(t) = z Xp (t-nTg)

n:-OO
t
t +T
Lo 0 0
‘xét)
o
+
to to *To t

La representacion

X(t) = z Xp (t-nTg)

NnN=-o

sigue siendo valida aunque la duracion de la denominada sefial basica xp(t)
sea superior al periodo T .

EJEMPLO :

Xp(t) = /\@% . 21> T,

| 2t | TO
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Comunicaciones Analogicas -3

En este caso, la envolvente final de la sefial periddica x(t) no coincide
con la extension periddica de la sefial basica xp(t) .

1.2.- TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA SENAL PERIODICA

La sefal periddica x(t) puede escribirse como
X(t) = z Xp(t-nTg) =Xp(t) * z o (t-nTy)
NnN=-o nN=-o

La convolucion de la sefial basica con un tren de impulsos periddico s(t) .

s
A

-2T T 0 T 2T

St = ¥ &t-nTo)

N=-00

La transformada de Fourier sera

X(w) = Xp(w) St(w)

con

oo

St = p eI"?To

NnN=-o

Para encontrar otra representacion de esta Ultima transformada,
consideremos el tren finito de impulsos, con transformada de Fourier.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Comunicaciones Analogicas -4

N

StN() = 2
n=-N

e-jnooT0

De esta forma
ST((JO) =lim STN((.O)
N -

Utilizando las propiedades de las series geométricas puede escribirse
que

sen(N+1/2)wT,
senwT 4/2

STn(W) =

, . 21 ,
Esta funcion es periddica de periodo w, = T Ytiene la forma
o]

Sy (@

? N (t) IN+1

(100

F 2N+1

-
rrrrrrrrrrr > 1
A T
NT 0

Obsérvese que a medida que N-«~, la amplitud de los I6bulos
principales tiende también a infinito y la anchura de los mismos tiende a cero.

Analiticamente, puede escribirse que

2n
sen(N+1/2)wT, “omT,
STN(OO) = 2-,-[ TO
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Comunicaciones Analogicas -5

Siendo m un numero entero cualquiera. El segundo factor del producto
es una funcion acotada de w en el intervalo.

21 21
(m-1/2)-|-—0 <w< (m+ 1/2)-|-—0

vale 2 enw=m 2n
y To To

por lo tanto en ese intervalo

w m2—1T
[im To
St(w) =N o SN = To Q(w)
Senw —-
donde
lim sen(N+1/2)wT,
QW= N o 2m

owo-m=—
TO

. : 2n -
Por ser el numerador periddico con periodo w, = T~ puede escribirse que
0

2
sen(N+1/2)(me—(T)5 To

_ lim = 1B (om2T
Q@) = N, o T = Tu ((*)'mTO )
wmT-
0
ya que
lim  senaft -
senall -1 _ 5¢- 1)

a-c~  mt-1)

[1.2.1.- TRANSFORMADA DEL TREN DE IMPULSOS
St(w) = wy d(wW- Mwy ) (M-1/2)wg < w< (M+1/2)w,

con Wy, = 21Ty . Variando m de -~ a « luego la transformada de un tren de

impulsos es otro tren de impulsos.
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Comunicaciones Analogicas [1-6

Z ot -nTy) - Z Wg O(W - Mwg)
n=-o0 m=-oo

11.2.2.- TRANSFORMADA DE LA SENAL PERIODICA

oo}

X(w) = Xp(@) St(w) = Xp(w) z Wg A(wWmwyg)

m:-OO

gue puede escribirse finalmente
X(w) = Z Wo Xp(Mwg) d(w-mwg) Wy =21T,

m:-OO
0 bien

© Xp(Mmwg)
X(w)= Y T 21 d(W - MWy )
m:-OO

La transformada de Fourier de una sefal periddica es un tren de
impulsos separados w, Yy con amplitudes w, Xp(mwy) , es decir, la

transformada de la funcion basica particularizada en may, .

II.3.- SERIES DE FOURIER

Tomando transformadas inversas en la ultima expresion y teniendo en

cuenta que
p-1
imwet
21d(Ww-mayg ) o M
se obtiene
XM= 5 cm Mot

m=-o
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Comunicaciones Analogicas -7

con

_Xp(mwo) _ 1.
Cm = Ty =T, be(t)e

-00

-Jmwgt dt

Sixp(t) es la propia sefial periddica x(t) truncada a un periodo
1 -jmawgt
Cm =7 | Xp(t dt
m =T | e
To

Estas son las series de Fourier.

11.3.1.- REPRESENTACION GRAFICA DE LA TRANSFORMADA DE
FOURIER DE UNA SENAL PERIODICA

La representacion de la transformada de Fourier periddica es incOmoda
debido a las funciones delta. Lo que suele representarse son los valores de los
coeficientes de la serie de Fourier.

Si las amplitudes de cada linea son complejas

Xb(mooo)
m T

Puede representarse como

®
| cm | mopuLo

Cm FASE
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Comunicaciones Analogicas

11.3.2.- FORMULA DE POISSON

11-8

Puesto que una funcién periddica admite las representaciones :

* © Xp (MWo)  jmeaat
X(t) = S %o (t-nTg) = ZT—O e 0
m:-OO

NnN=-o

Haciendo t=0 se obtiene la formula de Poisson :

0 © Xnp(Mmwg)
S 6o = 3

m=-

nN=-o0

Formula que es valida para cualquier xp(t)

interesantes aplicaciones.
EJEMPLOS DE APLICACION
-alt]

a) Seaxp(t) =e
a>0

20
Xpw) = 02 + o2

® 20 1

z _
m:_ooa2+(mw0)2 To

En particular si T, =2

Conclusion :

Se obtiene la suma de la serie :
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Comunicaciones Analogicas [1-9

» a 1 -0
2 2+m2n? " tghd ’
m=-c
b) Demostrar que :
« sena(t-nTg) sen(2N+1)wgt
oo t-nTy - % senwgt
aTg
conwe =1/Ty y N tal que N<2—T[ <N+1
Tomando como funcion bésica
F
senat W
Xp(t) == o Tz )
® sena(t-nTg) n © Mwo 0 —im21it/T
S e s 3 Nogape™ e
nN=-c0 0 0 m=-o

El sumatorio del segundo miembro contiene un numero finito de
términos que depende del parametro a

A / n(zia)

N 3210123 N ©

N es el m-maximo que verifica

_ g 2n
N.ooO —NTO <a
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Comunicaciones Analogicas [1-10
21
N+1) =— > a
(N+1) T
De esta forma el segundo miembro pasa a ser

W
-j2m T_ot sen(2N+1) wgt

T ge
T
0 m=-N

senooct

1.4.- SENALES PERIODICAS A TRAVES DE SISTEMAS LINEALES

X(t) y(®)
> h(t) >
® Xp(hwg)
Y(w) = X(W)H(W) = Hw) > T—o 21 d(w-nwy )
n:-OO
® Y (Nwg)
Yw= Y T—o 21 (w-nwyg )

n:-OO
Yp(nwg) = H(nwg ) Xp (nwg)

La salida también es periddica con el mismo periodo T, que la de

entrada.

Respuesta en el dominio del tiempo.

y(t) = j X(1) h(t-t)dt

X(T) = > Xp (T-nTy)

-00

La salida sera :
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Comunicaciones Analogicas

o Ot-nTg=u
t) = Xp (1-nTL) h(t-t) dT) U
y(®) n:Z_w_L p (T-nTg) h(t-1) )DdT:du
= 5 j Xp(u) h(t-nTq -u)du
N=-%_c0

Conclusion :
y(t) = > Yo (tnTg)
n:-OO

o0

ypt) = j Xp(T) h(t-1)dt = xp(t) * h(t)

-00

EJEMPLOS

1) Sea x(t) dada por

1-11

2
w2
0.5 _
1 11 . OTTﬁ

- = _ R w
4wy 3wy 2w, 0 0 Wy 3w 4wy, J_
n/2
-Tt/4
-T2

Periodo T, = 10mseg

Calcular la salida de un paso bajo de 250Hz. Las frecuencias de las

1
rayas espectrales son nfg , con fy =7~ =100Hz.
0

Solo las rayas n =0, +1, £2 apareceran a la salida

jogt

Y =-1+ 26 2 j2et

+ 0.5e
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Comunicaciones Analogicas [1-12
s -2 -2
+ 2679 4 g5edMe T

y(t) = -1 + 2coswg t - sen2wg t

2)

<« 1 —>

h(t) = e @t y(t) Filtro RC paso bajo

ANALISIS EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA
*  Yp(nwg)
Yw= Y —T 21 &(w-nwy ))
n:-OO

donde

Yp (Nwg) = H(hwg ) Xp(nwg) )

Tomando como funcion base para x(t)

x(® =M

su transformada es

2senwt/2

Xp®) =7

La transformada de la respuesta impulsional

1
o+jw

H(w) =

Luego :
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Comunicaciones Analogicas [1-13

2sennwy /2 1
Yp () = NWq a+jinwg

La transformada de la salida sera

© 2sennwy /2 1

Y(w) = . 21(W-NW,, )
n:z_oo nToWo a+Nwg 0
En el dominio temporal
©° 2sennwgt/2 4 inogt
y@® = :
n:z_oo NTowy  O+Nwg
o, 4sennw,T/2 H Jnwot H
CaTg n§1 NToWwg € H a+jnoag H

ANALISIS EN EL DOMINIO DEL TIEMPO
Yp(t) = Xp() * h())

y {0

~

- T/2 f/2
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Comunicaciones Analogicas 1-14

%O t<-1/2
1 H - e_a(tﬂ/Z)H T/2<t<1/2
v = [Jo

%s senh at/2 e_at t>1/2

yt)= > yp(tnTgp)

N=-00

Calculando los coeficientes del desarrollo en serie como

1 -jnpt
cnh =T, J yb(t)eJ 0" dt

-00

Se llega al mismo resultado anterior

Obsérvese que la funcién basica de salida tiene extension infinita y por tanto
se produce solapamiento. Sumando las contribuciones de las infinitas
funciones en el intervalo correspondiente a un periodo se llega a la siguiente
expresion, correspondiente a una nueva funcion basica de duracion finita igual
al periodo:

senh a(T,-1)/2
Yp (O = a [1- senh aTq/2

e 0ty T/2<t<1/2
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Comunicaciones Analogicas [1-15

1 senhat/2 = q(t-T,/2)

Yp® =7

a senh aTqy/2 1/2<t<Tq -1/2

1.5.- REPRESENTACION DE SENALES NO PERIODICAS MEDIANTE
DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER

Cualquier sefal no periddica puede desarrollarse en serie de Fourier en
un intervalo (a,b) definiendo

X(t) a<t<b
Xb(t) = QO

resto

y realizando su extensién periodica

xp(t) = > Xp(tnTy)

N=-00
El desarrollo en serie de Fourier de xp(t) coincidira con x(t) en el
intervalo (a,b).

Si el nimero de términos empleado en la representacion de x(t) es finito
(2N+1) se obtendra una aproximacion.

N .
N = Y cp ejnooot a<t<b
n=-N
_2m _1 b Mot
Wo =T Cnh _Toj X(t) e
a

El error de aproximacién sera
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Comunicaciones Analogicas

en () =x(t) - xN (1)

El error cuadratico total sobre todo el intervalo sera

b
b

En :J len()]2dt = [ en () en() ct
a a

b N ineotD
EN = J e(t) E(*(t) - S cp* et g
a n=-N E

Es facil verificar que

b .
[ e el gt =0
a
Luego
b b 5 N )
Eny =[ e®xdt = [ x®I“dt-Tg 3 lcn|
a a n:'N

1.6.- SENALES PERIODICAS EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA

Si una sefal tiene una transformada periddica
X(w+ Qg ) = X(w) Vw

Esta ultima podra escribirse, igual que en el dominio temporal, como

X(w) = ; Xp (0+NnQg) = Xp(w) * ; d(w+nQy)

n=-o n=-o

Donde se ha elegido el signo positivo por razones que se veran
adelante. Obsérvese que el uso de un signo u otro es indiferente.

[1-16

mas

Aplicando el teorema de dualidad a la transformada obtenida en sefales

perddicas en el dominio del tiempo
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Comunicaciones Analogicas -17

F
[o0) [o0) i
> ot-nTy) o > T 21 d(W - MWy )
- - 'o
n=-co m=-c
Se obtiene que :
F

T2 5 d(t-mT) o > d(w+nQy)
m=-o n=-o0

con T= ZNQO .

Luego la transformada inversa de una sefal periédica en el dominio de
la frecuencia viene dada por

X®) =xp® T ; o (t-nT)

n=-c0

X(t) = ; T Xp (NT) &(t-nT)

N=-00

Obsérvese que la sefial en el tiempo correspondiente a una sefal
periodica en el dominio de la frecuencia puede obtenerse mediante el sistema.

X () 0

.@ -

TS (- nT)

n=-00
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Comunicaciones Analogicas [1-18

1.6.1.- MUESTREO DE SENALES Y TEOREMA DE NYQUIST

Considérese ahora el sistema anterior con una entrada arbitraria

X(t) y(®)

o %) .

y(t) = ; TX(MT) &(t - mT)
m:-OO

Y(w) = ; X(w+ mQ,)
m:-OO

IS o -mr)

m=—

Evidentemente la transformada de la salida Y(w) sera peridédica con
periodo Qy = 2m/T.

Si X(w) esta limitada en banda

X(w)=0 | =2 W =21B
y T es tal que
Qo 2 2W
0 sea % = 2B

La transformada Y(w) sera

En estas condiciones, x(t) puede recuperarse a partir de y(t) mediante
un filtro paso bajo ideal (linea de puntos).

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Comunicaciones Analogicas 11-19

H(tOFI'IE%ﬁ WS 0SQgp -w

X(w) = Y(w) H(w)

En el dominio del tiempo

x(® =y = h(t)

SENOL L s y(aT - )
n:—OO
X(t) = ; TX(nT) —S?(ct{(:-{-])-r)
n:-OO

Es decir, una sefal x(t) limitada en banda a B Hz puede recuperarse a
partir de sus muestras tomadas a intervalos de T segundos si se verifica que la
frecuencia de muestreo es mayor que el doble del ancho de banda (Teorema
de Nyquist)

1
fg =7 > 2B
A la sefal

y(t) = ; TX(nT) 6(t-nT):xp(t)

N=-00

Se denomina sefial muestreada de x(t) y al tren de impulsos

sp(t) = ; TOo(t-nT)

nN=-00

se le denomina muestreador ideal
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Comunicaciones Analogicas 11-20

A X(t)

-2T T 0 T 2T
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TEMA I11.- CORRELACION Y ESPECTRO
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QA v AW N N~

II1.8.- ESPECTRO DE POTENCIA DE SENALES DE POTENCIA MEDIA
FINITA

N
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Comunicaciones Analogicas -1

lIl.L1.- ENERGIA DE UNA SENAL

Sea el circuito de la figura

La potencia instantanea entregada a la carga (disipada en la resistencia)
es

2
P(®) = v(t) i(t) = %Q =R i2(t)

y la energia total entregada por la fuente

0 () )

E= [ P(t)dt =% [ v2@dt =R [ ()t

-0 -0 -

Es proporcional (igual si R=1) a la integral del cuadrado de la tension o
intensidad.

Por analogia, definimos la energia de una sefal x(t) como :

[

Exx = | X2(0dt

-00

EXTENSION A SENALES COMPLEJAS

Si x(t) es compleja
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Comunicaciones Analogicas -2

o0

Exx = | X®I2dt = [ X+t

-00 %)

EJEMPLO

.2.- ENERGIA CRUZADA

De forma similar puede definirse la energia cruzada de dos sefales

Exy = j X(t) y*(t) dt

-00

En el caso particular de que y(t) = x(t) la energia cruzada se reduce a la
energia de la sefal x(t). No suele tener una interpretacion intuitiva simple salvo
en casos como el circuito anterior.

I.3.- FORMULA DE PARSEVAL PARA ENERGIA CRUZADA

oo}

Exy = [ xOy®dt = |

-00

FHI:I

e U
Jot e
- J X(w) el dooE y*(t) dt

N

oo

1°0 0O
=5r | ék(w) [ vy elot dt% do

-00
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Comunicaciones Analogicas -3

(] (]

Exy = [ XO Y0 olt_zfT [ X(®) Y@ dw

-00 -00

Obsérvese que

By =F XOYOI |

5|

X(t) y(0) o = X(W) * Y ()

% X(w) * Y*(-0) :% [ X() Y (- w) dw

-00

Particularizando para w=0 queda la expresién anterior.

A la expresién

Syy () = X(®) Y ()

Se la conoce como espectro de energia cruzada de las sefiales x(t) e
y(t) y la energia total sera

Exy = 21TI Sxy (@) dw

-00

l.4.- FORMULA DE PARSEVAL PARA ENERGIA

Identificando y(t) + x(t) del apartado anterior se tiene

(] (]

Exx = | IX()[2 dt = ler | IX(@)|2 dw

-00 -00

Puede interpretarse que la energia se distribuye en el espectro segun

Sux(@) = [X(0)|
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Comunicaciones Analogicas -4

Razon por la que a Sy (w) se le conoce como densidad espectral de

energia y la energia total se obtiene como

o0

1
Eyx :EJ Syx(®) dw

-00

EJEMPLO

x®) =e % uw

X(w) = a+w

1
S =2, 2

e 17 _do 1
XX =21 | G2462 ~ 24

-00

PROPIEDADES DE LA DENSIDAD ESPECTRAL DE ENERGIA
- Es una funcion real de w

- Es siempre positiva
- Si X(t) es real Syy(w) sera una funcién par de w

lI.5.- SENALES DE POTENCIA MEDIA FINITA

El concepto de energia de una sefial, definido previamente, solo tiene
sentido para el conjunto de sefales que verifican que

Exx = [ IX®2 dt < =

-00

Denominadas sefales de energia finita.
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Comunicaciones Analogicas -5
Existen muchas sefiales que no verifican la relacion anterior, entre ellas

las sefales periodicas, el escaldn, etc. Para este tipo de sefiales se requiere
definir otro concepto.

lI.L6.- POTENCIA MEDIA PARA SENALES PERIODICAS

Sea x(t) periodica con periodo T, , la energia por cada periodo sera
ty*tTo/2

S [ X2 dt
0ty T2

Y la potencia media por cada periodo sera

to*+To/2
Pxx| =— 0 _ D OT
To 0 0

La potencia media en M.periodos sera (T = MT, )

to+T/2
2
J X()]= dt to+To/2
ty-T/2 1 j | ()|2d
= = 2= == [ x®2dt
XX+ = T T
=T, 0 {4T4/2

Si el nimero de periodos tiende a infinito, la potencia media también
sera la misma.

_ lim 1 1
Pox = 1w T jT Ix(t)|2dt = T, jT0|x(t)|2 dt

Este concepto es util y puede extenderse a sefales no periddicas cuya
energia es infinita. Asi para cualquier sefial se define

Potencia Media

lim 1
Pxx =T_0 T JT X2 dt

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Comunicaciones Analogicas I1-6

Es evidente que para sefales de energia finita esta potencia media es
cero.

EJEMPLOS

Senal continua

A
A
>
-TI2 T/2 t
lim 1
XX ST e T (A2T) = A2
SENAL ESCALON
L ST
A
| >
12 T2 t

lim 1 1
Pyx =T .07 (T/2) =5

lI.7.- TIPOS DE SENALES

Segun las definiciones anteriores, las sefiales pueden clasificarse en :

- Sefales de energia finita O<Eyy <
- Sefales de potencia media finita 0<Pyy <
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Comunicaciones Analogicas -7

Ambos tipos de sefiales son mutuamente excluyentes. Una sefial de
energia finita tiene potencia media nula y una de potencia media finita tiene
energia finita.

Todas las sefiales acotadas de duracion finita son de energia finita. Las
sefales periddicas son de potencia media finita y algunas no periddicas. La
caracterizacion de estas ultimas no siempre es facil.

l1I.8.- ESPECTRO DE POTENCIA DE SENALES DE POTENCIA MEDIA
FINITA

Para calcular el espectro de potencia de estas sefiales nos ayudaremos
de la funcion intermedia

T _ ENERGIAENT
XX = T

Sea xy(t) =x() [] ﬁ? ﬁ

( xr®
—
s e

P

to -T/2 to t0+T/2 t

[ MORd 5 | Xpeldo

-00 -00

PxxT = T = T
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Comunicaciones Analogicas

ParaT - «
| im [ XT(W)?
Py= M T _ 1 IlmITIOI
XX T 0 Pxx 2w Too T w
A la funcién
2
lim | XT(0)
Syv(W) = L B
XX()‘Tﬁoo T

-8

Se le puede denominar densidad espectral de potencia y la potencia

total

1 o0
Pyx =21 J Syx(®) dw

-00

EJEMPLOS

Funcion escalén

e'j(*)T/A' 2senwT/4

XT(w) = ©
4w
1
: >
-T2 T2 t
. X1(0) 2 . 2
S lim |AT\W)] lim 4sen<wT/4
xx((*)) = —_— = —_—
T T T (A)ZT
Este limite es cero para w # 0, no estando definido para w= 0.

Veamos su integral.
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Comunicaciones Analogicas -9

® im 1 °
[ Sx@do =1 o F [ Kr@? do
1% lim T/2

lim 2
=2TI'-|-_>°°T j |XT(t)) dt =2TI'-|-_>°o T =TT

Luego

. 2
Sxx() =-|-“inoo —leg(-O)l = md(w)

Obsérvese que

Sy(@) =T3(®) # [Fu®]’

AU = T3(@) +75

También Py, () :% [ Syx(@) dw:%

-00

111.8.1.- SENALES PERIODICAS

Haciendo T =(2M+1)T,
M
xT(® = Y Xp(tnTp) con xp () =0,|t]>Ty/2
n=-M

Su transformada de Fourier es :

M
XT(@) =Xp@) 3 eln®lo

n=-M

Sumando la serie geométrica se obtiene
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Comunicaciones Analogicas [11-10

sen(2M+1)wT 5/2
senwT /2

XT(w) = Xp(w)
El espectro final de la sefal periddica sera :

lim 1 2
Sxd®@) =17 F IXT()

Xp@I° fim 1 sen?(M+1)wT /2
- Tg Mo=2M+l senZwTolz

Procediendo de forma analoga a la del epigrafe 1.2 relativo a la
transformada de Fourier de sefiales periddicas se obtiene finalmente :

o 2
Syx(@) = > lcpl™ 2md(w - nwy )

nN=-o0

siendo cy, el coeficiente n-ésimo del desarrollo en serie de Fourier de x(t).

Xp(Nwg)

Este es el denominado espectro de "lineas" o "rayas". La raya espectral
n-ésima tiene asociada la potencia |Cn|2 .

[11.9.- FORMULA DE PARSEVAL PARA SENALES PERIODICAS

Sean x(t) e y(t) dos sefiales periddicas con el mismo periodo T, . La

potencia media cruzada sera

L lotTo?

Py =T, [ x(®) y*(t) dt
to-To/2

Por ser x(t) periédica

XM= > ap eJn(")O-r Wy =7_

N=-00

Sustituyendo
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Comunicaciones Analogicas -11

3} t+To/2
_ 1 NGt
Pay = 3 anT, | y*(t) "0t it
n=- tO-TO/Z

Por ser y(t) también periddica

yy= 5 by "ol gt

nN=-o

Se concluye que

Pyy = 2 ap bp*

NnN=-o

Si ambas sefiales son iguales y(t) + x(t)

Pxx = 2 |‘5‘n|2

NnN=-o

INTERPRETACION

La potencia media de una sefial periddica es igual a la suma de las
amplitudes al cuadrado de las componentes armonicas de la sefial x(t). A la
raya espectral n-€sima se le puede asignar la potencia |a |2 .

[11.10.- MEDIDA DE PARECIDO O DISTANCIA

Dadas dos sefiales reales x(t) e y(t) ¢cédmo puede medirse el parecido
entre ambas?

La forma mas intuitiva es medir la diferencia cuadratica integrada en el
intervalo de existencia de ambas sefales. Esta distancia es

oo oo

dw = | [X(t) - y(t-1)]2 dt = | [X(t+T) - y(H)]2 dt

-00 -00
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Comunicaciones Analogicas -12
La sefial y(t) esta desplazada t.
Desarrollando el cuadrado

[X(ET) - Y] = X2(E+T) +y2() - 2y(OX(E+T)

Sustituyendo en la integral se obtiene

dm = | x%Hﬂdt+.[y%0dt-ZJ X(t+7) y(T) dt

-00 -00 -00

d(t) =Eyyx + Eyy - 2RXy(r)

oo}

Ryy(T) :J X(t+1) y(t) dt

-00

El valor de la distancia depende de la funcion RXy(T) . Cuanto mas

grande es ésta, mas pequefa sera la distancia y viceversa.

Puesto que d(t) 20 ny('[) S (Exx + Eyy )2

Utilizando la desigualdad de Schwarz.

b 2 b b 5
% mowomg < | wmﬁdtj|wm dt
Lh ] a a

con u(t) + x(t+1) y v(t) + y(t) se tiene que

2
|RXy(t)| S Eyx Eyy

El signo igual se cumple cuando u(t) y v(t) son proporcionales, y daria la

distancia minima/maxima dependiendo del signo de RXy(t) .
2
( )lmax,min (=xx o)
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Comunicaciones Analogicas

1.11.- CORRELACION CRUZADA Y ESPECTRO CRUZADO

Generalizando a sefales complejas, a la expresion
Ryy(D) = [ x(t+1) y*(t)d) Ryy(1) = Ryy (1)

se le denomina correlacion cruzada. Su transformada de Fourier sera

=) . © [P N .
[ Ryy(mel®dr= | Ej X(H+T) Y*(t) dt%em dt

v O ot g O
= J y*(t) EJ X(t+71) e dt Edt =

= X(@) | y*()el®t dt

-00

Es decir el espectro cruzado de energia
Syy(®) =X(@) Y*@) = [ Ryy(® el ar

Nétese que RXy(O) = EXy energia cruzada

Obsérvese que también
Ryy(D) = [ X() y(t=1) dt = x(t) * y*(-1)

FIRyy(D] = X(0).F[y*(-1)] = X(w) Y*(c)

1.12.- FUNCION DE AUTOCORRELACION

-13

Si y(t) + x(t), la funcion correlacion cruzada se convierte en la funcién de

autocorrelacion
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Comunicaciones Analogicas I1-14
o0

Ryx(D) = J X(t+T) x*(t) dt

-00

su transformada de Fourier sera

[ Rux(® €190 dt = Sy (@) = X(@)|?

-00

es decir el espectro de energia de la sefal x(t).

Nétese que

Ryx(0) = Exx Energia de la sefial

de la desigualdad de Schwarz, aplicada anteriormente, se deduce que
IRy (D)2 S Eyy Eyy = Ryy2(0)
XX XX Exx XX
|IRyx (D] = Ryx(0)

[1.13 CORRELACION Y ESPECTRO DE SENALES DE ENERGIA FINITA A
TRAVES DE SISTEMAS LINEALES

La correlacion cruzada entrada-salida viene dada por
Ryy(D = [ XG0y ®dt = x(1) = y*(-1)
y*(-1) = x*(-1) = h*(-1)

Luego

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Comunicaciones Analogicas I1-15
ny('l') = X(1) * X*(-1) » h*(-1)
ny('l') = h*(-T) * Ryy(T)
Analogamente la correlacion salida-entrada
RyX(T) =y(1) » x*(-t1) = h(1) * X(1) » xX*(-1)
Ryx(r) = h(T) * Ryx(T)
De igual modo la autocorrelacién de la salida
Ryy(D) =y(0) * y*(-1) = x(1) » h(1) » x*(-1) » h*(-1)
Ryy(r) = h(T) » h*(-T) * Ryy(T)

Tomando transformadas de Fourier en las tres expresiones anteriores
se obtiene

Sxy(w) = H*(w) Syy(w)
Syx(w) = H(w) Syy(w)

Syy(@) = [H@)I® Sxx(w)

Ryx (1) Ryx (1) Ryy (1)
- » h(T » hH@E) —>
Sxx ((JO) Syx(w) Syy(w)

[11.14.- CORRELACION CRUZADA DE SENALES DE POTENCIA MEDIA
FINITA

Como en sefiales de energia finita podemos definir

)
Rey() =1 | X(HT) y¥(0) )
T
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Comunicaciones Analogicas I1-16

Puede comprobarse que su transformada de Fourier es el espectro de
potencia cruzada

Sxy(@ = [ Ryy(D) e 0T gt

-00

[11.15.- FUNCION DE AUTOCORRELACION DE SENALES DE POTENCIA
MEDIA EINITA

Si ambas sefiales son iguales se tiene la funcién de autocorrelacion
lim 1 .
Rux(® =7 e T[ Xt+1)xx(tat
T

y su transformada de Fourier sera el espectro de potencia de la sefial

Sxx(@ = [ Ryx(m) €197 dr

-00

Notese que la funcion de autocorrelacién tiene las mismas propiedades
gue su homoénima de energia finita

Ryx(0) = Pxx
Ryx(T) = Ryx(0)

EJEMPLOS :

AUTOCORRELACION DE LA FUNCION ESCALON
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Comunicaciones Analogicas

A u()
u(t+t) 1
\ i “““
-T12 -1 T/2
| 1 T
Ruw® =7_ 0 T j u(t+1) u*(t) dt)
-T/2

lim 1 1
1.7 (12 =3

1
Ruu(r) =5

1
Suu(® =F o5 0= ()

1 1
Puu =27 J Syu(w) dw=%

-00

11.16.- CORRELACION CRUZADA DE SINUSOIDES

Sea x(t):ej(")1t . y(t):eijt

la correlacion cruzada sera

T/2

lim i i
Rey@® =70 2 [ D gdwat g
-T2
) im 1 T2 . )
_ ot 3 j(w )t
=%l Tow T I/ e\l w2 dt
-T2

lim 2sen(wy-wq)T/2
T T(Q)z-(,ol)

— ejwlr
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Comunicaciones Analogicas 111-18
H 0 Si Wy # W9y

o

H elwgT si wy = wy

CONCLUSION

El parecido entre dos sinusoides de distinta frecuencia es nulo.

[1.L17.- CORRELACION DE SENALES PERIODICAS

Sea x(t) periodica de periodo Ty € y(t) de periodo Toy .

_ < NWAyt _2am
()= 3 cpy €"P0x Wox =T,
n:_oo
_ < iMmwayt _2m
yO= 3 Cmy elM%oy Woy " Toy
m:-oo
Por el resultado anterior
0 - lim 2sen(mwg,-Nwgy)T/2
* NWAy T y “0OX
Ry (1) = Chy C elN%ox
xy(0) ] :Z_wmz_w nx C my oo T(mwpyNwoy)

El limite ser& distinto de cero para aquellas parejas de valores n 'y m
tales que

Mgy = Ny

Evidentemente wqy /woy = Tox /Tgy debe ser racional. En caso
*

contrario Ryy(T) = Coyx Coy
Sea (mg , ng ) la pareja de nUmero mas pequefia para la que se cumple

Mg Woy = Ng Wox = Wo

wWp Sera por tanto el minimo comun mdltiplo de (wyy Woy ). La correlacion
cruzada sera una funcion periédica de periodo To =21mwg
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Comunicaciones Analogicas [11-19

Ryy(D) :|—§,o Cngx Smgly el

Si ambas sefiales tienen el mismo periodo n, =mg =1y la correlacion

cruzada sera

*

RXy(t) = > Cix Cly

|=-00

ejlooot

Finalmente si ambas sefiales son iguales [y(t) =x(t)] se obtiene la
funcidén de autocorrelacion de una sefial periodica

2 2 jlo~T . 2 2
Ryx(® = 3 ol /@t Ryx(0) = 3 o™ =Pyxx

|=- |=-

La correlacion, también periddica,admite un desarrollo de Fourier

[11.18.- ESPECTRO CRUZADO DE SENALES PERIODICAS

Tomando la transformada de Fourier de la correlacion cruzada

*

Sxy((.\)) = F[ny(l')] = Izgco C(|n0)X C(Img)y 2md (w-lwy )

se obtiene el espectro cruzado de potencia.

111.19.- AUTOESPECTRO DE SENALES PERIODICAS

La transformada de Fourier de la funcibn de autocorrelacion de una
sefal periddica

Sxx(@) =FRy (@] = 3 Icl? 2md(w-log )

|=-0c0
Es el autoespectro o simplemente el espectro de potencia encontrado
anteriormente.
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Comunicaciones Analogicas [11-20

[11.20.- CORRELACION Y ESPECTRO DE SENALES DE POTENCIA MEDIA
FINITA A TRAVES DE SISTEMAS LINEALES

Sea x(t) una sefial de potencia media finita

La correlacion cruzada salida-entrada es por definicion
lim 1 .
Ryx(D =7 e T IT y(t+T)x*(t)dt
Sustituyendo y(t+1) en funcién de x(t) y h(t)
im 1 . B 0
Ryx(r) = T.wT j X (t) Dj h(a) x(t+T-or)dorD dt
T o 0

Intercambiando las integrales y el limite

Ryx(® = [ h@F . i | x(t+r-a)x*(t)dt§ da
-00 T

Es decir

RyX(t) = J h(a) Ryx(T-a) da = h(T) * Ry (1)

Analogamente, la autocorrelacion de la salida
lim 1

Ry@® =1 e T | . y(t+T)y*(t)dt =
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Comunicaciones Analogicas -21

_ lim 1 3 rener(tonda
=T .0 T I y(t+T1) DJ () (t-a)dar it
T Heo O

= [ @) %im% [yt x(t-a)dreda
o 0 T 0

= j h*(a) Ryx(t+a) da

Luego
Ryy(l') = RyX(r)* h*(-1) = Ryx(T) * h(1) * h*(-1)

Expresiones totalmente idénticas a las de las sefiales de energia finita

Ryx (1) Ryx (1) Ryy (1)
— > h(t » hlE) —>
Sxx ((JO) Syx(w) Syy(w)
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